APENDICE: CASO DE APLICACION

La figura muestra un brazo articulado
sencillo, compuesto por dos elementos, que
se mueve en el plano del papel. La primera
articulacion es giratoria, siendo o la velocidad
angular y a la aceleracion angular de la
articulacién en el instante mostrado, y ¢ el
angulo formado en dicho instante con la
horizontal. La longitud del primer elemento es
b.

La segunda articulacion es prisméatica,
siendo v la velocidad y a la aceleracién
lineales de dicha articulacién en el instante
considerado; en dicho instante, el segundo
elemento del brazo tiene una longitud x.

A partir de estos datos, y tomando como sistema de referencia fijo el 0
calculemos, segun el procedimiento descrito, la aceleracién lineal de cada uno
de los centros de gravedad de los dos elementos del brazo, supuestos estos
lineales y homogéneos (es decir, con los c.d.g. en el punto medio de cada uno
de ellos) (los sistemas de referencia 1 y 2 no son datos).

RESOLUCION:
1.- Problema geométrico

En primer lugar, segin las recomendaciones dadas en la leccion 4,
situaremos los sistemas de referencia unidos a cada uno de los elementos del
brazo; el sistema 1 que se movera solidariamente con el elemento 1, y el
sistema 2 que lo hara con el elemento 2.

A partir de ellos podemos escribir las respectivas matrices de
transformacion homogénea:

—seng O cos¢ bcosg 1 0 00
0 cos¢p 0 sen¢ bseng . 01 0O
T = T, =
0 I 0 0 0 01 x
0 0 O 1 0 0 01
—seng 0O cos¢ (b+Xx)cos¢
y 0T, T, = cosp 0 seng (b+x)seng
0 1 0 0
0 0 0 1

2.- Problema cinematico



Para resolver el problema cinematico, utilizaremos el procedimiento
propuesto en el punto 6.5 de la leccion 6. Para ello, lo mas recomendable es
construir una tabla donde se van poniendo todas las magnitudes conocidas y
las que vamos calculando y que necesitaremos en los pasos posteriores.
Empezaremos escribiendo en dicha tabla las magnitudes que son datos del
problema:

1 i+l = rel i+l zrel i+l 2 i+l = i+1= i+l = i+l o i+l = i+l i+l i+ =
I Viyi @,y T i+l i+l i+l i+l Ajy Gitl

0 0 0 a)jl 051 bf(l B b/2 El

vk, |ak, |0 0 xK, —x/2k,

Ahora iremos calculando cada una de las columnas vacias de esta tabla:

Como @, =0 '@, = &)+ @, = v y '0,="0\+ @, = 0,
Como v, =0 'V, = V0+1Vf/°(l)+ D N'T = abi,
y VL=V V5 0, AT = (b +X) i, + VK,
Como @, =0 '@, =0y + O N B+ by =
2 >~ 2 > 2 2 2 > "
y O,= 0+ O,N W+ &y =0,
Como a, =0

1= rel

A, =d g +2' O A Vi A ATH O ACDA'T) =abl —w’bk, Y

*a,=’a +2a‘1§ll +2°® /\zvr271+ a, N T+ 0, ACD,AT,) = (@(b+Xx)+2av)i, + (a— @ (b+x))k,

L 1 1
y A=+ AT+ O A(CDOAT) = 26?011 —Ea) ’bk,
y 2, = A, 0 AT, 20, ACD,AE,) = (a(b+§) +20v)i, +(a— @ (b+§))l§2

3.- Problema estatico

Ahora supongamos que el brazo analizado soporta en su extremo una
masa M, siendo m la masa por unidad de longitud de los elementos que
conforman el brazo. ;Qué esfuerzos deberan soportar las articulaciones para
que el brazo esté en equilibrio en la posicién indicada?. (No tendremos en
cuenta, en las articulaciones prismaticas, el trozo de elemento que pueda
quedar oculto dentro de otro).

Para resolver este problema, debemos comenzar aislando la masa
transportada, supuesta ésta como un punto material actuando en la mano del
brazo y escribiendo la ecuacion de equilibrio en el sistema de referencia ligado
a la masa (Sistema 2). Dicha masa esta sometida a la fuerza con que la mano



sujeta la masa, F,, y a su propio peso (Mg). Puesto que el peso actda en la
direccion vertical (Yy), sera necesario escribirlo en el sistema de referencia 2:

—send cosdp O 0 —Mgcos ¢
pu=R,Py=l O 0 1]-Mg|= 0
cos¢p send O 0 —Mgsen ¢

Si llamamos E,, y E,, a las componentes de E,,, la ecuacion de
equilibrio se puede escribir:

| S —Mgcos¢ 0
0 [+ 0 =0
| S —Mgsen¢ 0

esta ecuacion da lugar a dos ecuaciones desacopladas, de las que se pueden
calcular las componentes de E,,, , resultando

Eux =Mgcoso y Bz =Mgsend

Puesto que hemos supuesto M como un punto material, la ecuacién de
equilibrio de momentos es innecesaria.

Ahora debemos aislar el elemento 2 del brazo, y dibujar el diagrama de
sélido libre con todas las fuerzas actuantes sobre él. De estas fuerzas
consideraremos, en primer lugar, el peso propio mxg, en direccién vertical, que
habra que escribir en el sistema propio del elemento (2):

—sen¢ cos¢ O 0 —mxgcos ¢
2132:2R00132: 0 0 1| -mxg|= 0
cos¢ sen¢p O 0 —mxgsen ¢

En segundo lugar actuara la fuerza que la masa M hace sobre el
elemento F,,, igual y de sentido contrario a la que el elemento 2 hace sobre la

masa, F,,, y ya calculada, por lo que F,, =—-E,, = -Mgcos §i, —Mgsen 0k,

Finalmente, habra que considerar los esfuerzos que el elemento 1 ejerce
sobre el 2, y que se concretan en una fuerza que llamaremos F, de
componentes F,, y E,, y un momento, Q12 en la direccion del eje Y».

Asi, las ecuaciones de equilibrio de fuerzas y momentos quedan:
| S —Mgcoso —mxgcos ¢ 0

Fuerzas: 0 |+ 0 + 0 =0
E,, —Mgsen¢ ) |—mxgsend 0



Momentos respecto del c.d.g:  E,, /\%f(z +F, /\(—2122)+()12 =0 que

desarrollando su Unica componente no nula (Y) queda:
X X
_MgECOS‘P_FmX E"'le =0

Esta ultima ecuacion, junto al sistema de ecuaciones de fuerzas anterior,
conforman un sistema de ecuaciones desacopladas, de las que se pueden
calcular las fuerzas de reaccion desconocidas:

F,. = (M+mx)gcos F,, =(M+mx)gsen o Q,=M +%)chos¢

Ahora procederiamos de forma analoga aislando el elemento 1, siendo
las fuerzas que actuan sobre él:

* La fuerza y momento que el elemento 2 hace sobre el 1,
Fm = —EZ =—(M +mx)gcos qﬁ2 — (M +mx)gsen ¢E2

= - mx -
Q, =-Q,=—M +7)Xg cos ¢j,

* El peso propio del elemento 1

—-send cos¢ O 0 —mbgcos ¢
"=R,'p,=| O 0 1|-mbg|= 0
cos¢ senp O 0 —mbgsen ¢

* La fuerza y el momento de enlace en la articulacién giratoria, E,, y Q,,

Planteando las ecuaciones de equilibrio de fuerzas y de momentos
respecto del c.d.g. del elemento:

E)x —(M+mx)gcos¢) (—mbgcosd 0
Fuerzas: 0 |+ 0 + 0 =10
E,, -(M+mx)gsen¢) |—mbgsend 0

Momentos: —-(M+ mx)ggcos(b -Fx g+ Qy =0

Calculando E,, y E,, de ecuacion de fuerzas, y sustituyendo en la de
momentos, resulta:

F,x =(M+m(x+b))gcos¢ F,=M+m(x+b))gsen¢ Q,, =(M+m(x +g)gb cos ¢



4 - Problema dinamico:

El problema dindmico se resuelve de modo analogo al problema
estatico, con la Unica diferencia de que las ecuaciones dinamicas conducen a
ecuaciones en las que los sumatorios de fuerzas y momentos no se anulan,
sino que estan relacionados con las aceleraciones lineales de los c.d.g. y las
aceleraciones angulares y matrices de inercia de cada uno de los elementos
del brazo. Por este motivo, y con el fin de evitar ecuaciones demasiado

engorrosas de manejar, asignaremos valores numéricos a los datos del
problema, tomando:

b=2m o =2 rad/s v=1m/s ¢ = m/4 rad
x=1m o = 1 rad/s? a=1m/s® M=100Kg m =5 Kg/m

Con estos datos, los valores ya calculados resultan:

2, 2 ERCRNRCREYCY
) > 1 0 0 O > > 5
0o _ \/E \/E |0 100 0o _ \/E \/E 3\/5
T =¥ o X2 2| 'T,= T,=| Y2 o Y2 V2
2 2 0011 2 )
0 1 0 0 00 0 1 0 1 0 0
. 0 0 O 1 | |0 0 O 1|
1631:2_]:1 263222_]:2 16‘1:_:1 26‘2:72
ag, :;1 _4E1 "dg, :6,52 _9E2 ’d, =7;2 —IIEZ
Empezaremos, como antes, por la masa transportada:
0 ~5004/2
Pu="R,| =1000 |=| 0
0 ~5004/2
. - | =500v2+F,, =100-7
La ecuacion de fuerzas es : Z“F:Mza2 5002+ oy =100
~50082 +F,,, =—100-11

Y de aqui: E,,,=1407 Ny E,,=-393 N

Pasando al elemento 2:

0 —252
FMZ = —FZM = —1407?2 + 393122 ’p,="R,| =50 |= 0
0 —252



S B M, 407 2V2 4y, =565 By, <1479
| -393-25V2+F,, =—-5-9= F,, =402

ZMGZ 2122&,2{_14070,5_14750,5+Q12y :is,lz = ley :1441}

Y pasando al elemento 1:

0 —504/2
B, =—F, = 14751, + 402K, '5,='R,[~100|=| 0
0 —504/2

- [-1475-5072+F,, =10-1=F,, =1556
D> F=M'd,
402-50v/2 +F,, =—10-4 = F, =-371

ZMG] =111561{_1475‘1“556'(—1)+me =é10-22 =Q,, :3028}

Asi pues, las potencias que deben desarrollar los accionadores de cada
una de las articulaciones seran:

- Articulacién prismatica: Ppis = F12, -v =402 - 1 =402 w

- Articulacion giratoria:  Pgira = Qqoy - 010 = 1441 -2 =2882 w



